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1. — FUNCIÓN PAR 


Sea A un subconjunto de R y f una función f:A э R, y=f(x) 


Para comprobar que una función es par, es necesario comprobar ambas condiciones 
Ejemplo 1. — Sea la función f:]-4;7]>R y=f(x) = х + х? 
Es sencillo comprobar que esta función cumple f(—x) = f(x) 
ya que f (=x) = (-2)*+(-2)% э}(—ху=х*+х*° > f(x) = f(x) 


Sin embargo también debemos comprobar que cumpla la primera condición 


es decir que six Є |—4;7| entonces — x también pertenece a] — 4; 7] 


lo cual no se cumple, por ejemplo 5 €] – 4;7] pero —5 €] – 4; 7] > f no es par 


Ejemplo 2.— Sea la función /:1-2,2|-К ,y f(x) = 25 — cosx 


Esta función sí es una función par 
* Primero demostremos que f(—x) = f(x) 
f(x) = 2* — cosx > f(-x) = 2€9* — cos(-x) > f(-x) = 2** — cosx 
> flex) = f(x) 
y también se verifica la primera condición 
x€l-2;2[ > -2<x<2 242-142 > —x €]- 2; 2[ 


> f es par 


> 


PITAGORAS 


2.— FUNCIÓN IMPAR Sea Aun subconjunto de Ry f una función f:A>R. y=f(x) 


Para comprobar que una función es impar, es necesario comprobar ambas condiciones 
Ejemplo 1.— Sealafunciónf:R* > R, y=f(x)=x +x 
Si bien esta función cumple f(—x) = -f (x) 
/(х)=х%+х_ > fx) = (x + ex) > fex =x -х э/(—х)=-/(х) 
No cumple la primera condición ya que six € R? esto no implica que — x E€ Rt 


Lo cual se puede ver claramente en el hecho de que f (3) existe pero no existe f (—3) 
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Ejemplo 2. — Sea la función f: IR — (0j > R, y = f(x) = x — senx 


Esta función sí es impar 


esto se puede demostrar fácilmente verificando las dos condiciones 


f(x) = х— senx > f(—x) = (—x) — sen(—x) 


> flex) = —x — (=senx) 
> f(-x) = —x t senx 
> f(x) = —(x — senx) > flex) = -f x) 


y también se verifica que para todo x del dominio existe f(—x), esto también se puede demostrar: 


x E R— (0] > (—x) ER— {0} > —x € Domf > f(—x) existe. 


> f es impar 


ч, 
= Gráficamente podemos observar que los gráficos de las funciones pares 
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tienen una simetría con respecto al eje Y 


h(x) = |x|cosx g(x) = pat 


y 
y 


Gráf icamente podemos observar que los gráficos de las f unciones impares 
tienen una simetría con respecto al origen 


f(x) = x + senx 


> 
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3. — FUNCIÓN MONOTONA 
Sea A un subconjunto de R y f una función f:A> R. y=f(x) 


Se dice que f es monótona enI (I C A) si cumple con alguno de los siguientes casos: 


Para determinar la monotonía de una función, puede optarse por dos métodos 


Método gráfico 


DECRECIENTE 


CRECIENTE 


x—1 
Determinar la monotonía de la función F(x) — - en el intervalo [1, +| 
Sean x4,x;, € [1: +о[ tal que x4 > x2 


1 
Entonces x1»x,21 >| 0K T7 4 — |= 1 


X2 X1 
| 11 | -1 
> 0< *2 < a «1 es decir F(x2) < F(x4) 
X2 X1 


o equivalentemente F(x4) > F(x2) 


Con esto hemos demostrado que si x, > x; > F(x4) > F(x2) 
> F es creciente en [1; +оо[ 
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No siempre será necesario alguno de esos métodos para determinar la monotonía de una función 


Por ejemplo: —f(x)=xP*P+x-1 


3 


ya que la función x? es creciente y la función x — 1 es creciente 


entonces la suma de ambas funciones será creciente también. 


> 
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Se dice que una función f está acotada superiormente si y solo si existe М E R tal que: 
vxeDomf, f(x) M 


Se dice que una función f está acotada inferiormente si y solo si existe m € R tal que: 


VxEDomf, m x f(x) 


Se dirá que una función f es acotada si y solo si es acotada superior e inferiormente 
es decir si existen т, М ER tal que: 


VxeDomf,m<f(x) SM 


o equivalentemente si existe M e К tal que: 
Yx E Domf ,|f(x)| x М 
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6 
Ejemplo. — Sea l Te : RR = = -2 
jemp ea la función f > y = f(x) x L2k4l3 
Vx € R. (x-1)ER 
vx є В. (x-D?>0 
ух E€ R. х^2—2х+1>0 
vx E€ R. x^—2x-322 с Pe, ми ий. шин нэр: чы 
x? —2X T3 2 
ҮхЕҜ. 0 < < 3 
м x?^—2x-43 
Vx E€ R. -2 < E 321 
5 | х? – 2х + З Е 
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Sea A un subconjunto de Ку f una función f:A>R. y=f(x) 


Se dirà que f es una función inyectiva si y solo si satisface la siguiente condición: 
VabeA ^ fla) =f(b)>a=b 
Esto también puede interpretarse de manera equivalente: 


VabeA ^ aszbof(a)sf(b) 
No todas las funciones cumplen esta condición, por ejemplo f: RR, у= р(х) = х? +1 


Intentemos demostrar que | (а) = f(b эа = b 
f(a)=f(b) оа? +1= 02 +1 
эа? –}? = 0 
2 (а+р)(а– Б) = 0 
>a+b=0 у a-b=0 


>a=-b wv a-b Por lo tanto f no es inyectiva 


~ 
22 
алы олы Analicemos la inyectividad en otros ejemplos: 


f: R>R, y = f(x) = x? — 3x Para demostrar la inyectividad debemos demostrar que 
Va,b € R f(a) = f(b) implica necesariamente que a = b 
f(a)=f(b) >a? -3a = b? — 3b 


> а? — b? – 3a + 3b =0 >(a-bMa+b)-3(a-b)=0 
>(a-b)a+b—-3)=0 
>a-b=0V a+b-3=0 


>a=bva+b=3 Por lo tanto f no es inyectiva 


g:[23+0o[>R, y=g@=x°+x+1 рата demostrar la inyectividad debemos demostrar que 
va, b € [2; +о[ g(a) = g(b) implica necesariamente que а = b 


HEG -—a+a+1=b+b+1 
5a?^—b^cta-b-0 - (a — Б)(а+ b) + (a-b)-0 
>(a-b(a+b+1)=0 ->a-b=0V a+b+1=0 

->a=bVa+b=-1 


pero ya que a,b € [2; +| es imposible que a + b = —1 


por lo tanto solo puede ocurrir que a = b 
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Las funciones inyectivas también son denominadas UNIVALENTES o funciones DEUNO A UNO 
Gráficamente podemos tener LA PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL 


La gráfica de una función inyectiva solo puede tener un punto de intersección con una recta horizontal 


Función inyectiva Función NO inyectiva 


> 
PITAGORAS 
Sea A, B subconjuntos de Ку f una función ҒАУ В y=f(x) 


Se dirà que f es una función suryectiva si y solo si satisface la siguiente condición: 
VyEB ЗХЄА: у = f(x) 


lo cual es equivalente a decir que: 
Ranf = B 


Por ejemplo sea la función: f:R>R, y=f(x)=2x+1 
esta función sí satisface que Уу ER ЭХЕ К: у-2х-1 
Es decir que para cualquier valor de y, podemos hallar un x tal que y = f(x) 
Por ejemplo para у = 9 existex = 4 donde 9 = f(4) 


3 3 
para y = 4 existe x = 2 donde 4 = } (3) 


—1 
inclusive hasta podemos generalizar esto, diciendo que para cada y existe un x — TE tal que y — f(x) 


f: RR, у= }(х) = 2х +1 es una función suryectiva 
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Por ejemplo sea la función: f:R> R, y=f(x)=x2+3 


Esta función no satisface que Vy ER 3xeR: у= х? +3 


ya que por ejemplo para valores de y = 20 y = —1,no existe tal x. 
Pero por otro lado sea la función: g:R > [4; +o], у = 9(х) = х? +4 
Esta función sí satisface que v y E [4;+0[3x ER: у= х? + 4 
ya que para cualquier y € [4; +00| podemos encontrar x = Jy – 40x = –4у – 4 


que satisfará que x? + 4 = y урот lo tanto g es suryectiva 


De ahora en adelante bastará con verificar que Ranf = B para analizar la suryectividad 


> 
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Ejemplo: Analizar la suryectividad de:  f:[-1;+00[> [2; +о[ y = f(x) = х? + 6х +7 


ya que x E |—1;+00| esto significa que x > —1 >x+3>?2 


>x? +6x+9>4 
>x? +6x+7>2 


por lo tanto Ranf = [2;+00| 


Las funciones que son suryectivas también son conocidas como: 


Sobreyectivas, suprayectivas, subyectivas, epiyectivas, exhaustivas 


> 
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Sean А,В subconjuntos de R y f una función definida de Aa B, 


con regla de correspondencia y = f(x) es decir: 


Se dice que f es biyectiva si y solo si es inyectiva y suryectiva simultáneamente. 
es decir f (a) = f(b)implica que a = b y además V y E B 3 x E A tal que y = f(x) 
Ejemplo 
g: [1; +o0[> [5; +00], у= д(х) = х2 +4 
g(a) = g(b) > аё +4 = b? + 4 


> а? = b? y ya que a,b > 1 entonces a = b 


Además уа que x 2 1 entonces х? + 4 > 5 
> Rang = [5; +оо | 


> 
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1.— Si f y g son sobreyectivas entonces gof y f o ges sobreyectiva. 
2.— Si f y g son inyectivas entonces g о ѓу f о g es inyectiva. 
3.— Si f y g son biyectivas entonces go f yf og es biyectiva. 
4.— Si gof es inyectiva entonces f es inyectiva ( g no necesariamente) 


5.— Si gof es sobreyectiva entonces g es sobreyectiva ( f no necesariamente) 


CARDINALIDAD Seaf: AB, A y B conjuntos finitos 


Si f es inyectiva entonces n(A) € n(B) 
Si f es sobreyectiva entonces n(A) 2 n(B) 
Si f es biyectiva entonces n(A) 2 n(B) (conjuntos equipotentes) 


(од WI токо зо S) 
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PROBLEMAS Y RESOLUCIÓN 


~ 


A 
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01.- Indique cuál de las siguientes B) f(x)=xsgnx р) f(x)-x|x| - 1 
funciones no es par 

A) f(x) = х? + lx] + 1 > f(x) = (-x)sgn(-x) > f(=x) = (—х)|—х|—1 
B) g(x) = xsgn(x) 

C) h(x) = |x| + cosx > flex) = (-x).C- sgn x) > /(—х)=—х|х|—1 


D) р(х) = xlx] — 1 1 | 
Е) q(x) = ѕеп(|х| — 1) > f(-x)=xsgnx > fno es par ni impar 


т ишш 
LACA KON además Domf =R - f espar E) е = G VE > 
A) f)=x2+|x|+1 Су = ТЕЕ р ICprsmq-p 
> f(-x)-sen(|x| — 1) 


> Сх) = РО) 


además Рот] = R 


э Р) = C ge Hx 1 > f(-x)-]|-x| + cos(=x) 


э Ах) = 70) 5 fx = РО) 


> fespar 


además Domf = К además Domf =R - fespar 


> fes par CLAVE D 


> 
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02. Sea f(x)- —— 
1+|x] 

Indique cuál(es) de los siguientes 

enunciados son correctos 

l. Ran (f) = (—1; 2] 

Il. Ran (f) = (-1; 1) 

III. fes creciente еп R. 

A) solo | В) solo П C) solo III 

D)Iy ll E) I y III 


Para hallar el rango de la función y también ; : 
determinar la monotonicidad, graficaremos: #3) Unimos las gráficas 


х 
#1) х>20 > |х| =х > [AEG 


Observamos: Ranf =< —1;1 > 


f es creciente. 
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03. Sean f, g : К > К determine cuantas 
afirmaciones son falsas: 
I. Si f y g son crecientes, f + g es 


II) V.es propiedad. 


creciente. ПГ, F, por ejm f(x) = 5x + 6es una función creciente 

I. |. Sif y g son decrecientes f + g es ‚, . 

decreciente. g(x) = Зх + 1 es una función creciente 

III. Si f y g son crecientes, f-g es ү; 2 б 

decreciente. (f — g)(x) = 2x +5 también es una función creciente. 

IV. fg es creciente, si f y g son 

crecientes. ны Е ч T 

Le 5 ana INF, f(x) = x es creciente, al igual que g(x) = 2x 

CN inembargo f.g(x) = 2x? la cual función monót 
)1 B)2 C) 3 sinembargo f.g(x x* la cual no es una función monótona. 

D) 4 E)5 


f(x) = x es creciente, pero Г (х) = х? no es creciente. 


Г) V.es propiedad. CLAVE C 


f es creciente: ху > х > f(x1)> f(x2), | Vxi,x; ER 
+ 


g es creciente : > g(x1) > g(x2), Vxi,x; E R 


> f (x1) + g6a) > f(x) + g(x2) 


>(f+9()>(f+9)x) > f+g es creciente. 


04. Si x e[-3; 1| entonces 


e A 
42 + 4x +20 


de т + mínimo de М. 
1 

A) — B) — 

) 2 ) 

р) 3 Е) 12 


SOLUCIÓN 
1 
Notemos que: f(x) = UG + 2)? + 16 


y ya que x € [-3;1] 


> —3<x<1l 


> —1<x+2<3 


0<(x+2) <9 > 


<M . Calcule máximo 


1 
(х + 2)2 +16 4 


(cotas inferiores) 


mayor valor de m: 


> Respuesta: 


16 < (x + 2)? +16 < 25 


4< (x +2)2+16<5 


1 
< 


1 1 
S3451555m. 


J/ (x + 2)? +16 i і 


valores de М 
(cotas superiores) 


1 
menor valor de M: М = d 


05. Indique el valor de verdad de las | IDV Vx € R: х? > 0 III)V 


siguientes proposiciones: 


2 > 
) Ex 19-х2 |)/x e R}es una función х +121 
acotada inferiormente. 0 < < 1 
1999 х? +1 
ii) La función f: К > R/ f(x) = — е$ 1999 
x* +1 
” 0 < ——— < 1999 
una función acotada superiormente. х2-1 


iii) La función definida por: 
PA -3<x<0 


5yx;0<x<4 es acotada > fesacotada 


А) МЕУ В) МЕЕ С) ЕМУ 
D)FFV E)VVV 


Г) V, Р(х) = |9 х2| 2 0 > fesacotada 


0 « f(x) x 1999 


> f es acotada inferiormente CLAVE E 


TAREA: Demostrar que también es 
acotada superiormente 
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06. Indique cuál(es) de los siguientes 

enunciados son correctos: 

I. Si f es una función definida por: 
2x-5 

x)= з 

inyectiva. 

Il. Si 0 es una función definida por: 

g(x) = vx?-16-1 con x e (-5; — 4), 

entonces g es inyectiva. 

III. Sihesuna función definida por: h(x) 

= — X? + 2x + 2 con x e (0; 2], entonces h 

es inyectiva. 

A) y Il B)llyIll C)solo lll 

О)ПУуУШ E)lyll 


Г) V / (а) = f(b), a,b > 3 


con x > 3, entonces f es 


24-5 2b-5 
а-2 1-2 
24--5--4-428-15-1, 
а-2 — TED 

-1 -1 


> а=} 


> fesinyectiva. 


ID V g(a) = g(b), a,b E< —5; —4 > 


> Ja? -16-1 = yb? — 16-1 
== 

>a=b V a=-b 

pero a,b E< —-5;-4> >a=b 


> gesinyectiva. 


III) F, graficando: 


> hno es inyectiva. 
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07. Determine el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones donde las 
funciones f, д: R > R. 

l. Si f es creciente, entonces f es 
inyectiva. 

Il. Si f y g son inyectivas, entonces 
fog es inyectiva. 

Il. Si fog es inyectiva, entonces g es 
inyectiva. 

A) VVV B) VVF C) VFV 

D) FVV E) VFF 


SOLUCIÓN 0 V,demostración: 


Para demostrar que una función es inyectiva 
debemos demostrar а = ba partir de f (a) = f (b). 
Pero si f (a) 2 f (b) entonces no puede cumplirse 
a » b yaque f(a) » f(b) (f es creciente) y 
análogamente tampoco puede cumplirse a « b 


—^a-b > toda función creciente es inyectiva. 


II) V, demostración: 

Sean f y g dos funciones inyectivas 

Sea fog(a)= fog(b) 

Li f(g(a)) = f(g(b)) y como f es inyectiva: 
> g(a) = g(b) y como g es inyectiva: 
>a=b 


> fog es inyectiva. 


III) V, demostración: 
Partiremos de: g(a) = g(b) 


> /(д(а)) =f(9(b)) 
> fog(a)-fog(b) 
y como f o ges inyectiva: 


>a=b > fog es inyectiva. 


08. Dada la función f biyectiva, tal que y ya que f es biyectiva entonces también es sobreyectiva 
f: [m; 4] > [6; n], f(x) = — 2x? + 16x — 24. 


Determine el valor de p MS > Кап] = [6; п 

n 
А)1 В)2 C) 3 > -2(m-4)+8=6 ^ n=8 
D) 4 E)5 


SOLUCIÓN Amo A AS 


CLAVE A 
Notemos que: f(x) = -2(x 4) + 8 
Dominio def: [m;4] > m<x<4 
> m_-4<x-4<0 
> 0<(x-4)*<(m- 4)? 
> —2(m-4)?x-2(x-4)?x0 
> —2(m-4*+8<-2(x-40*+8<8 


> Rang = [-2(m — 4)? + 8; 8] 


09.- Determine el valor de verdad de las П) V, toda función decreciente es no creciente 
siguientes afirmaciones: así como toda función creciente es no decreciente. 
|.- Si f es creciente siendo su Df=[2;5], 
entonces su rango es Rf=[f(2);f(5)] 

Il.- Si f: A > B es decreciente, entonces f 
es no creciente. 


III) F,una función par no puede ser creciente. 


Ш.- Existe al menos una función par que Rpta: FVF 
es creciente. 
A) FFF B)VVV C) FVF CLAVE C 


D)VFF Е) ЕМ 


Г) Е, la propiedad correcta es: 
Si f es continua y creciente en la; b] 
entonces Ry = [f (a); f (b)] 


> 


PITAGORAS 


10.- Determine cuántas de las siguientes Г) V, ya que si f es par definida en todo К 


e cod uere ras entonces no puede ser inyectiva y por lo tanto 
l.- Si f: R > Res par, entonces f no es ! | 
no puede ser biyectiva. 


biyectiva. 

II.- Existe f: IR + R función par e 

inyectiva. II) F,ya que si f es par definida en todo К 
Ш.- Existe alguna función f: A > R con entonces no puede ser inyectiva 


A c R que sea par e inyectiva. 

IV.- Si f: [-42; V2] > R es par e impar a 
la vez, entonces f es monótona. 

V.- Si f: R > R es una función 


III) V, por ejm f:{0} >R ,f(x) = З es par e inyectiva. 


decreciente y acotada, entonces f no es IV) V, si f es par e impar a la vez entonces f(x) = 0 (constante) 
biyectiva. y entonces sí sería monótona (no creciente y no decreciente a la vez). 
A) 1 B)2 C)3 

D)4 E)5 


V) V, ya que si f es acotada entonces Ranf = R y por lo tanto 


SOLUCIÓN ya no podría ser sobreyectiva y por lo tanto tampoco biyectiva. 
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>, FIN DE LA SESIÓN 


PRACTICA Y APRENDERÁS 


